
机器学习与深度学习习题集答案-1

本文是机器学习和深度学习习题集（上）的答案，免费提供给大家，也是《机器学习-
原理、算法与应用》一书的配套产品。此习题集可用于高校的机器学习与深度学习教学，以

及在职人员面试准备时使用。

第 2 章 数学知识

1.计算下面函数的一阶导数和二阶导数
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根据基本函数，复合函数，四则运算的求导公式有
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2.计算下面两个向量的内积
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根据内积的定义
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3.计算下面向量的 1 范数和 2 范数

 1 2 3 x

其 1 范数为

1
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其 2 范数为
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4.计算下面两个矩阵的乘积：
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根据矩阵乘法的定义有
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5.计算下面多元函数的偏导数
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对各个变量的偏导数分别为
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6.计算下面多元函数的梯度
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根据上一题的结果
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7.计算下面多元函数的雅克比矩阵

 

1 32
1 1 2

2
2 1 2 3

ln

sin

x xy x x e

y x x x

  

 

根据雅克比矩阵的定义有
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8.计算下面多元函数的 Hessian 矩阵
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首先计算一阶偏导数
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然后计算各二阶偏导数

 

 

 

 

1 3 1 3

1 3

1 3 1 3 3

1 3 1 3

2
2

1 3 32
1 1
2

1 3
1 2 2
2

1 3 1 3
1 3 2

2

2 2
2 2 2 2

2

2 3 3 2

2
2

1 12
3 3

2 2

2 0

2

1 1

1 0

x x x x

x x

x x x x x

x x x x

f f x x e x e
x x

f f x x e
x x x

f f x x e e x x e
x x x

f f
x x x x

f f
x x x x

f f x e x e
x x

 
   

 

 
  

  

 
   

  

  
      

  
       

 
 

 

根据 Hessian 矩阵的定义有
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9.计算下面函数的所有极值点，并指明是极大值还是极小值：
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函数的一阶导数为
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解方程
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10.推导多元函数梯度下降法的迭代公式。

根据多元函数泰勒公式，如果忽略一次以上的项，函数在 x点处可以展开为
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对上式变形，函数的增量与自变量增量、函数梯度的关系为
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如果令  f  x x 则有
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即函数值减小。即有
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梯度下降法每次的迭代增量为

 f   x x

其中 为人工设定的接近于的正数，称为步长或学习率。其作用是保证  x x在 x的

邻域内，从而可以忽略泰勒公式中的   x 项。

使用该增量则有
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函数值下降。从初始点 0x 开始，反复使用如下迭代公式

 1k k kf   x x x （1）

只要没有到达梯度为0的点，函数值会沿序列 kx 递减，最终收敛到梯度为0的点。从 0x

出发，用式 1 进行迭代，会形成一个函数值递减的序列 ix

       0 1 2 ... kf f f f   x x x x

11.梯度下降法为什么要在迭代公式中使用步长系数？

其作用是保证  x x在 x的邻域内，即控制增量的步长，从而可以忽略泰勒公式中的

  x 项。否则不能保证每次迭代时函数值下降。

12.梯度下降法如何判断是否收敛？

迭代终止的条件是函数的梯度值为0（实际实现时是接近于0即可），此时认为已经达

到极值点。可以通过判定梯度的二范数是否充分接近于 0 而实现。

13.推导多元函数牛顿法的迭代公式。

根据 Fermat 定理，函数在点 x处取得极值的必要条件是梯度为 0

 f x 0

对于一般的函数，直接求解此方程组存在困难。对目标函数在 0x 处作二阶泰勒展开
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忽略二次以上的项，将目标函数近似成二次函数，等式两边同时对 x求梯度，可得
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其中  2
0f x 为在 0x 处的 Hessian 矩阵。令函数的梯度为0，有
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解这个线性方程组可以得到
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如果将梯度向量简写为g，Hessian 矩阵简记为H，式 1 可以简写为

1
0

 x x H g （2）

在泰勒公式中忽略了高阶项将函数做了近似，因此这个解不一定是目标函数的驻点，需

要反复用式 2 进行迭代。从初始点 0x 处开始，计算函数在当前点处的 Hessian 矩阵和梯度向

量，然后用下面的公式进行迭代

1
1k k k k 
  x x H g （3）

直至收敛到驻点处。迭代终止的条件是梯度的模接近于0，或达到指定的迭代次数。其

中 是人工设置的学习率。需要学习率的原因与梯度下降法相同，是为了保证能够忽略泰

勒公式中的高阶无穷小项。

14.如果步长系数充分小，牛顿法在每次迭代时能保证函数值下降吗？

不能。

15.梯度下降法和牛顿法能保证找到函数的极小值点吗，为什么？

不能，可能收敛到鞍点，不是极值点。

16.解释一元函数极值判别法则。

假设 0x 为函数的驻点，可分为以下三种情况。

情况一：在该点处的二阶导数大于 0，则为函数的极小值点；

情况二：在该点处的二阶导数小于 0，则为极大值点；

情况三：在该点处的二阶导数等于 0，则情况不定，可能是极值点，也可能不是极值点。

17.解释多元函数极值判别法则。

假设多元函数在点M 的梯度为0，即M 是函数的驻点。其 Hessian 矩阵有如下几种情

况。

情况一：Hessian 矩阵正定，函数在该点有极小值。

情况二：Hessian 矩阵负定，函数在该点有极大值。

情况三：Hessian 矩阵不定，则不是极值点，称为鞍点。

Hessian 矩阵正定类似于一元函数的二阶导数大于 0，负定则类似于一元函数的二阶导

数小于 0。



18.什么是鞍点？

Hessian 矩阵不定的点称为鞍点，它不是函数的极值点。

19.解释什么是局部极小值，什么是全局极小值。

局部极值点。假设 x 是一个可行解，如果对可行域内所有点 x都有    f f x x ，则

称 x 为全局极小值。

全局极值点。对于可行解 x ，如果存在其 邻域，使得该邻域内的所有点即所有满足

 x x 的点 x，都有    f f x x ，则称 x 为局部极小值。

20.用拉格朗日乘数法求解如下极值问题
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构造拉格朗日乘子函数
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对所有变量求偏导数，并令其为 0
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可以解得

1 2 3x x 

21.什么是凸集？

对于 n维空间中的点集C，如果对该集合中的任意两点 x和 y，以及实数0 1  ，

都有

 1 C   x y

则称该集合称为凸集。凸集的形状是凸的，没有凹进去的地方。



22.什么是凸函数，如何判断一个一元函数是不是凸函数，如何判断一个多元函数是不

是凸函数？

对于函数  f x ，对于其定义域内的任意两点 x和 y，以及任意的实数0 1  ，都有

        1 1f f f       x y x y

则函数  f x 为凸函数。

一元函数是凸函数的二阶判定规则为其二阶导数大于等于 0，即

 '' 0f x 

对于多元函数则根据 Hessian 矩阵判定。如果函数的 Hessian 矩阵半正定则函数是凸函

数。

22.什么是凸优化？

如果一个最优化问题的可行域是凸集且目标函数是凸函数，则该问题为凸优化问题。

23.证明凸优化问题的局部最优解一定是全局最优解。

假设 x是一个局部最优解但不是全局最优解，即存在一个可行解 y

   f fx y

根据局部最优解的定义，不存在满足
2

 x z 并且    f fz x 的点。选择一个点

 1   z y x

其中

2
2

 
x y

则有

 

2
2 2 2

2 2

1
2 2

           
2

           
2

 



 

  
           

 


 

x z x y x
x y x y

x y
x y

即该点在 x的 邻域内。另外有

            1 1f f f f f         z y x y x x

这与 x是局部最优解矛盾。如果一个局部最优解不是全局最优解，在它的任何邻域内还



可以找到函数值比该点更小的点，这与该点是局部最优解矛盾。

24.对于如下最优化问题：

  2
1 2 1 2

1 2

2

min ,
4 2 0
1 0

f x x x x
x x

x

 

  

 

构造广义拉格朗日乘子函数，将该问题转化为对偶问题。

首先构造拉格朗日乘子函数

     2
1 2 1 1 2 2 2, 4 2 1L x x x x x       x α

对偶问题为先控制原始优化变量 x，然拉格朗日乘子函数取极小值，然后控制拉格朗日

乘子变量，让拉格朗日乘子函数取极大值。

首先对 1x 求偏导数，并令其为 0，可以解得

1 1 1 1
1

2 2 0L x x
x

 
    



然后对 2x 求偏导数，并令其为 0，可以解得

1 2
2

1 0L
x

 
   



将这些解代入拉格朗日乘子函数，可以得到

     
 

2
1 2 1 1 2 2 2

2
1 1 2 2 1 2

, 4 2 1

           4 1

L x x x

x

   

    

      

      

x α

由于 1 21 0    ，拉格朗日乘子函数可以简化为

  2
1 1 2, 4L      x α

由于拉格朗日乘子变量必须大于等于 0，因此对偶问题为

2
1 1 2

1

2

1 2

max 4
0
0

1 0

  



 

  





  

α

25.一维正态分布的概率密度函数为



 2

2

1 exp
22
x 


 
 
 
 

给定一组样本 1,..., lx x 。用最大似然估计求解正态分布的均值和方差。

对于正态分布  2,N   ，有样本集 1,..., nx x 。该样本集的似然函数为

   

   

2

2
1

22 2
2

1

1, exp
22

1            2 exp
2

n
i

i

n n

i
i

x
L

x


 



 








 
  

 
 
 

   
 





对数似然函数为

       22
2

1

1ln , ln 2 ln
2 2 2

n

i
i

n nL x    
 

    

对  和 求偏导数，得到似然方程组为

   

   

2
1

2
2 2 4

1

ln , 1 0                 

ln ,
0

2 2

n

i
i

n

i
i

L
x

L n n x

 


 
 


  






   


      




解得

 

1

22

1

1

1

n

i
i

n

i
i

x x
n

x
n



 





 

 





26.如何判断一个矩阵是否为正定矩阵？

如果对于任意非0向量 x都有

T 0x Ax

则称A为半正定矩阵。如果将上面的不等式严格成立，称为正定矩阵。判定矩阵正定

可以根据上面的定义。另外一种常用的方式是判定其所有特征值是否都为正，如果为正，则

为正定矩阵。

27.解释最速下降法的原理。

梯度下降法中步长是固定的，最速下降法是对梯度下降法的改进，它动态确定步长值。

最速下降法同样沿着梯度相反的方向进行迭代，但每次需要计算最佳步长 。



定义最速下降法的搜索方向为

 k kf d x

在该方向上寻找使得函数值最小的步长，通过求解如下一元函数优化问题实现

 arg mink k kf  x d

优化变量是 。实现时有两种方案。第一种方案是将 的取值离散化，即取典型值

1,..., k  ，分别计算取这些值的目标函数值然后确定最优值。或直接求解上面目标函数的

驻点，对于有些情况可得到解析解。

28.解释坐标下降法的原理。

坐标下降法是一种分治法。对于多元函数的优化问题，坐标下降法每次只对一个变量进

行优化，依次优化每一个变量，直至收敛。假设要求解的优化问题为

   1 2min , , ,..., nf x x xx x

算法在每次迭代时依次选择 1,..., nx x 进行优化，每次求解单个变量的优化问题。

29.一维正态分布的概率密度函数为

 2

2

1 exp
22
x 


 
 
 
 

按照定义计算其数学期望与方差。

首先计算数学期望。使用换元法，令

xz 





则有

x z  
根据数学期望的定义，有



 
 

   

 

2

2

2

2

2 2

2

2

2

2 2

1
2

1        
2

1        
2

        
2 2

        0 2
2

        

x

z

z

z z

X x e dx

z e d z

z e dz

ze dz e dz







   


 


 
 
 









 



 



  

 

 

  

 

 

 









 

上式第 5 步成立是因为

2

2
z

ze


是奇函数，它在  ,  内的积分为 0。第 6 步利用了下

面的结论

2

2 2
z

e dz 
 




下面计算方差，同样令
xz 



 ，则有

   
 

 
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2
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2 2

2

2 2

2 2 2

2
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2
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2
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2
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zde
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 
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 
 

 
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 

 



 

 
    

 














2          

上式第 5 步利用了分布积分法。第 6 步成立是因为
2

2

2

2

lim 0

lim 0

z

x

z

x

ze
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






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30.两个离散型概率分布的 KL 散度定义为：

     
 KL ln

x

P x
D P Q P x

Q x


（1）证明下面的不等式，当 0x  时：

ln 1x x 
（2）利用该不等式证明 KL 散度非负，即

 KL 0D p q 

首先证明（2），根据定义有

     
 

   
 

   

KL ln

                1

                0

x

x

x x

q x
D p q p x

p x

q x
p x

p x

q x p x

 

 
    

 
   





 
接下来证明（1）。利用导数可以证明某些不等式，其思路是证明在某一点处是函数的

极大值或极小值点。下面证明当 0x  时下面不等式成立

ln 1x x 
构造函数

  1 lnf x x x  

其导数为

 ' 11f x
x

 

当 1x  时有  ' 0f x  ，函数单调减，在 1x  时有  ' 0f x  ，函数单调增。1 是该函

数的极小值点，且  1 0f  ，因此不等式成立。

31.对于离散型概率分布，证明当其为均匀分布时熵有最大值。

对于离散型随机变量，熵是如下多元函数

 
1

ln
n

i i
i

H p x x


 

其中 ix 为随机变量取第 i个值的概率。由于是概率分布，因此有如下约束



1
1

0

n

i
i

i

x

x








对数函数的定义域非负，因此可以去掉上面的不等式约束。构造拉格朗日乘子函数

 
1 1

, ln 1
n n

i i i
i i

L x x x 
 

 
    

 
 x

对 ix 和乘子变量偏导数并令其为 0，可以得到下面的方程组

1

ln 1 0

1

i
i

n

i
i

L x
x

x






    





可以解得 1/ix n 。此时熵的值为

 
1

1 1ln

         ln

n

i
H p

n n
n


 





进一步可以证明该值是极大值。熵函数的二阶偏导数为

2

2

2

1/

0,

i
i

i j

H x
x

H j i
x x


 




 

 

它的 Hessian 矩阵是如下的对角阵

11/ ... 0
... .. ...
0 ... 1/ n

x

x

 
 
 
  

由于 0ix  ，Hessian 矩阵负定，因此熵函数是凹函数。故 1/ix n 时熵有极大值。

32.对于连续型概率分布，已知其数学期望为  ，方差为
2 。用变分法证明当此分布

为正态分布时熵有最大值。

给定数学期望与方差即有如下等式约束

 

   2 2

xp x dx

x p x dx



 











 






为了保证  p x 是一个概率密度函数，还有如下约束

  1p x dx





熵对应的泛函为

     logF p p x p x dx



 

这是一个带等式约束的泛函极值问题。构造拉格朗日乘子泛函

           
    2 2

, , , ln 1

                        

F p p x p x dx p x dx xp x dx

x p x dx

     

  

  

  





     

  

  


根据欧拉-拉格朗日方程，由于泛函的核没有  p x 的导数项，对  p x 有如下微分方程

    21 ln 0F p x x x
p

    


        （1）

对乘子变量求偏导数可以得到

 

 

   2 2

1 0

0

0

F p x dx

F xp x dx

F x p x dx



 

  







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



  

  

   







（2）

根据式 1 可以解得

    2exp 1p x x x       

将其代入式 2 可以解得

 
1

2 2

2

1 ln 2

0
1

2

 






 



 

最终解得

   2

2

1 exp
22
x

p x

 

 
  

 
 

此即正态分布的概率密度函数。

33.对于两个离散型概率分布，证明当二者相等时交叉熵有极小值。



假设第一个概率分布已知，即对于概率分布  p x ，随机变量 X 即取第 i个值的概率为

常数 ia ，假设对于概率分布  q x ，随机变量 X 取第 i值的概率为 ix 。此时交叉熵为如下形

式的多元函数

 
1

ln
n

i i
i

H a x


 x

概率分布有如下约束条件

1
1

n

i
i
x





构造拉格朗日乘子函数

 
1 1

, ln 1
n n

i i i
i i

L a x x 
 

 
    

 
 x

对所有变量求偏导数，并令偏导数为 0，可以得到下面的方程组

1

0

1

i

i
n

i
i

a
x

x





  


（1）

由于 ia 是一个概率分布，因此有

1
1

n

i
i
a



 （2）

联立方程 1 与式 2 可以解得

1

i ix a
 


因此在两个概率分布相等的时候交叉熵有极值。接下来证明这个极值是极小值。交叉熵

函数的 Hessian 矩阵为

2
1 1

2

/ ... 0
... ... ...
0 ... /n n

a x

a x

 
 
 
  

该矩阵正定，因此交叉熵函数是凸函数，上面的极值是极小值。

34.为什么在实际的机器学习应用中经常假设样本数据服从正态分布？

主要原因是：

1. 由中心极限定理保证，多个独立同分布的随机变量之和服从正态分布。



2. 正态分布的各种积分，包括数学期望，方差，协方差，边缘分布，条件分布都易于

计算，可以得到解析解。

3. 给定数学期望和方差，正态分布的熵最大。

35.什么是随机事件独立，什么是随机向量独立？

如果

   p B A p B

或

   p A B p A

则称随机事件 A和 B独立。随机事件独立意味着一个事件是否发生并不影响另外一个

事件。如果随机事件 A和 B独立，条件概率的定义以及随机事件相互独立的定义有

     ,p A B p A p B

将上面的定义进行推广，如果n个随机事件 , 1,...,iA i n 相互独立，则它们同时发生的

概率等于它们各自发生的概率的乘积

   1
1

,...,
n

n i
i

p A A p A




随机变量之间的独立性与随机事件类似。对于二维随机向量，如果满足

     ,p x y p x p y

则称随机变量 x和 y相互独立，随机事件独立性的定义一致。推广到 n维随机向量，如

果满足

       1 2 ... np p x p x p xx

则称这些随机变量相互独立。

36.什么是弱对偶？什么是强对偶？

弱对偶定理：如果原问题和对偶问题都存在最优解，则对偶问题的最优值不大于原问题

的最优值，即：

   , , 0 , , 0max min , , min max , ,
i i

d L L p 
 

   λ ν x x λ νx λ ν x λ ν

如果原问题对最优解的函数值与对偶问题的最优解的函数值相等，则为强对偶。

37.证明弱对偶定理。

对任意的 x和 λ、 ν，根据定义，对于对偶问题有



     , min , , , ,D L L  xλ v x λ v x λ v

对于原问题有

     , , 0max , , , ,
iP L L  λ νx x λ ν x λ ν

因此对任意的 x和 λ、 ν有

   ,P D x λ ν

由于原问题和对偶问题的最优值存在，有

   , , 0min max ,
iP D x λ νx λ ν

因此弱对偶成立。

38.简述 Slater 条件。

一个凸优化问题如果存在一个候选 x使得所有不等式约束都是严格满足的，即对于所有

的 i都有   0ig x ，不等式不取等号。则存在 , ,  x λ ν 使得它们分别为原问题和对偶问题

的最优解，并且：

 , ,p d L      x λ ν

Slater 条件是强对偶成立的充分条件而不是必要条件。

39.简述 KKT 条件。

KKT（Karush-Kuhn-Tucker）条件用于求解带有等式和不等式约束的优化问题，是拉格

朗日乘数法的推广，是取得极值的一阶必要条件。对于如下带有等式和不等式约束的优化问

题

 
 
 

min                      
0   i 1,...,
0      i=1,...,

i

i

f
g q
h p

 


x
x
x

和拉格朗日对偶的做法类似，为其构造乘子函数

       
1 1

, ,
p q

j j k k
j k

L f h g 
 

   x λ μ x x x

λ和μ称为 KKT 乘子。最优解
x 满足如下条件



 

 
 
 

0

0

0

0

k

k k

j

k

L

g

h

g













 









x x 0

x

x

x

等式约束   0jh
 x 和不等式约束   0kg

 x 是本身应该满足的约束，  L  x x 0

和之前的拉格朗日乘数法一样。只多了关于  ig x 的方程

  0k kg  x

这可以分两种情况讨论。如果

  0kg
 x

要满足   0k kg  x 的条件，则有 0k  。此时极值在不等式约束围成的区域内部取

得。如果

  0kg
 x

则 k 的取值自由，只要满足大于等于 0 即可，此时极值在不等式围成的区域的边界点

处取得。KKT 条件只是取得极值的必要条件而非充分条件。如果一个最优化问题是凸优化问

题，则 KKT 条件是取得极小值的充分条件。

40.解释蒙特卡洛算法的原理。为什么蒙特卡洛算法能够收敛？

蒙特卡洛算法是一种随机算法，借助于随机数计算某些难以计算的数学期望和定积分。

假设随机向量服从概率分布  p x 。则其数学期望定义为

      n
f f p d  x x x x



如果用蒙特卡洛算法计算，非常简单。首先从概率分布  p x 抽取N 个样本 1,..., Nx x 。

然后计算

    
1

1 N

i
i

f f
N 

  x x

就是数学期望的估计值。在这里  i px x 。随机抽取的样本频率蕴含了随机变量的概

率值  p x 。根据大数定律，如果样本 ix 独立同分布，则它们的平均值收敛到数学期望  。



即下面的极限成立

    
1

1lim
N

N i
i
f x f x

N


 

从而保证蒙特卡洛算法收敛。

41.解释熵的概念。

熵（entropy）是信息论中最基本的一个概念，定义于一个随机变量之上，用于对概率

分布的随机性程度进行度量，反映了一组数据所包含的信息量的大小。

对于离散型随机变量，熵定义为

   
1

ln ln
n

x i i
i

H p p x p p


       

对于连续型随机变量，熵（也称为微分熵，differential entropy）定义为

     
+

lnH p p x p x dx



  （6.3）

将求和换成了定积分。

第 3 章 基本概念

1.名词解释：有监督学习，无监督学习。

有监督学习算法有训练过程，算法用训练集进行学习，用学习得到的模型进行预测。通

常所见的机器学习应用，如图像识别、语音识别等都属于有监督学习问题。有监督学习的样

本由输入值与标签值组成

 , yx

其中 x为样本的特征向量，是机器学习模型的输入值； y为标签值，是模型的输出值。

对于训练集，样本的标签值是由人工事先标注好的，例如为每张手写数字图像关联一个其对

应的数字。

有监督学习的目标是给定训练样本集，根据它确定假设空间中的映射函数（也称为假设）

 y h x

无监督学习对无标签的样本进行分析，发现样本集的结构或者分布规律。其典型代表是

聚类，表示学习，以及数据降维。

聚类也是分类问题，但无训练过程。算法把一批没有标签的样本划分成多个类，使得在

某种相似度指标下每一类中的样本之间尽量相似，不同类的样本之间尽量不同。且类别事先

未定义。

无监督学习的另一类典型算法是表示学习，它从样本中自动学习出有用的特征，用于分

类或聚类任务。

数据降维算法将 n维空间中的向量 x通过函数映射到更低维的m维空间中，在这里



m n

 hy x

2.什么是分类问题，什么是回归问题？

对于有监督学习，如果样本标签是整数则称为分类问题。此时的目标是确定样本的类别，

以整数编号。预测函数是向量到整数的映射

n  

此时的机器学习模型称为分类器。分类问题的样本标签通常从 0 或 1 开始，以整数编号。

如果标签值是连续实数则称为回归问题。此时预测函数是向量到实数的映射

n  

例如根据一个人的学历、工作年限等特征预测其收入，是典型的回归问题，收入是实数

值而不是类别标签。

2.列举常见的有监督学习算法。

贝叶斯分类器，决策树，支持向量机，boosting 算法

3.列举常见的无监督学习算法。

k均值算法，PCA，t-SNE，层次聚类

4.简述强化学习的原理。

强化学习模拟人的行为，源自于行为主义心理学。类似于有监督学习，通过对状态-动
作-回报值序列进行学习，可以得到一个称为策略函数的模型，用于确定在每种状态下要执

行的动作。训练时，对正确的动作做出奖励，对错误的动作进行惩罚，训练完成之后用得到

的模型进行预测。

5.什么是生成模型？什么是判别模型？

假设 x为特征向量，y为该样本的标签值。如果机器学习算法对样本特征向量和标签的

联合概率分布  ,p yx 建模，则称为生成模型。如果对条件概率  p y x 进行建模，则称为

判别模型。不使用概率模型的分类算法也属于判别模型，它直接预测样本的标签值而不关心

样本的概率分布，这种情况的预测函数为

 y f x

这三种模型也分别被称为生成学习，条件学习，以及判别学习。



还有另外一种定义标准。生成模型对条件概率  p yx 建模，判别模型对条件概率

 p y x 建模。前者不仅可以通过贝叶斯公式用于分类问题，还可用于根据标签值 y（也称

为隐变量）生成随机的样本数据 x，而后者则只能用于根据样本特征向量 x的值判断它的标

签值 y的分类任务。

6.概率模型一定是生成模型吗？

不一定，logistic 回归和 softmax回归都是概率模型，但不是生成模型。

7.不定项选择。下面那些算法是生成模型？_____BGI______哪些算法是判别模型？

_____ACDEFH_____
A.决策树 B.贝叶斯分类器 C.全连接神经网络 D.支持向量机 E. logistic 回归

F. AdaBoost算法 G.隐马尔可夫模型 H.条件随机场 I.受限玻尔兹曼机

8.如何判断是否发生过拟合？

模型在训练集上精度高，但在测试集上精度低。

9.发生过拟合的原因有哪些，应该怎么解决？

引起过拟合的可能原因有：

1. 模型本身过于复杂，拟合了训练样本集中的噪声。此时需要选用更简单的模型，或

者对模型进行裁剪。

2. 训练样本太少或者缺乏代表性。此时需要增加样本数，或者增加样本的多样性。

3. 训练样本噪声的干扰，导致模型拟合了这些噪声，这时需要剔除噪声数据或者改用

对噪声不敏感的模型。

10.列举常见的正则化方法。

L1 正则化

L2 正则化

决策树的剪枝算法

神经网络训练中的 dropout 技术，提前终止技术

11.解释 ROC 曲线的原理。

对于二分类问题可以通过调整分类器的灵敏度得到不同的分类结果，从而在二者之间折

中。将各种灵敏度下的性能指标连成曲线可以得到 ROC 曲线，它能够更全面的反映算法的



性能。

真阳率（TPR）即召回率，是正样本被分类器判定为正样本的比例

 /TPR TP TP FN 

在目标检测任务中正样本是要检测的目标，真阳率即检测率，即目标能够被检测出来的

比例。假阳率（FPR）是负样本被分类器判定为正样本的比例

 /FPR FP FP TN 

对于目标检测问题假阳率即误报率。

ROC 曲线的横轴为假阳率，纵轴为真阳率。当假阳率增加时真阳率会增加，它是一条增

长的曲线。

12.解释精度，召回率，F1 值的定义。

测试样本中正样本被分类器判定为正样本的数量记为 TP，被判定为负样本的数量记为

FN；负样本中被分类器判定为负样本的数量记为 TN，被判定为正样本的数量记为 FP。
精度定义为被判定为正样本的测试样本中，真正的正样本所占的比例

TP
TP FP

P




显然 1P  。召回率定义为被判定为正样本的正样本占所有正样本的比例

TPR
TP FN




同样的 1R  。精度值越接近 1，对正样本的分类越准确，即查的越准。召回率越接近

于，正样本被正确分类的比例越大，即查的越全。

根据精度和召回率，F1 值定义为

21 P RF
P R
 




它是精度与召回率的调和平均值的倒数

1 1 1 1
1 2F P R

   
 

F1 值综合考虑了精度与召回率，其值越大则模越准确，当精度与召回率均为 1 时 F1 有

最大值 1。

13.解释交叉验证的原理。

交叉验证用于统计模型的精度值。k折交叉验证将样本随机、均匀地分为 k份，轮流用

其中的 1k  份训练模型，1 份用于测试模型的准确率，用 k个准确率的均值作为最终的准确

率。



14.什么是过拟合，什么是欠拟合？

欠拟合也称为欠学习，指模型在训练集上的精度差。导致欠拟合的常见原因有模型简单，

特征数太少无法正确的建立映射关系。

过拟合也称为过学习，指模型在训练集上表精度高，但在测试集上精度低，泛化性能差。

过拟合产生的根本原因是训练数据包含抽样误差，算法训练时模型拟合了抽样误差。所谓抽

样误差，是指抽样得到的样本集和整体数据集之间的偏差。

15.什么是没有免费午餐定理？

没有任何一个机器学习模型在所有样本集上表现是最优的。如果在一个数据集上算法 A
优于算法 B，则一定存在另外一个数据集，使得 B 优于 A。

16.简述奥卡姆剃刀原理。

简单的模型通常具有更好的泛化性能。

17.推导偏差-方差分解公式。

标签值由目标函数和随机噪声决定

 y f  x

其中 为随机噪声，其均值为 0，方差为
2 。模型的总误差为

    
     
         
        
      

2 22

22

2 2

2 2

2

2

                     2

                     Var Var 2

                     Var Var 2

                    Var Var

                    

y f y f y f

y f y f

y y f f f f

y f f f f f

y f f f

       
 

   

     

     

   

   2 2Var Biasf f  

18.证明如果采用均方误差函数，线性回归的优化问题是凸优化问题。

损失函数使用均方误差函数，定义为

  2

1

1
2

l

i i
i

hL y
l 

  x

将回归函数代入损失函数，可以



 2T

1

1
2

l

i i
i

L b y
l 

   w x

将权重向量和特征向量进行增广，即将w和b进行合并以简化表达，特征向量做相应

的扩充，扩充后的向量为

,
,1
b  

  





w w
x x

目标函数简化为

 2T

1

1
2

l

i i
i

L y
l 

  w x

其二阶偏导数为

2

1

1 l

ki kj
ki j

L x x
w w l 

 
  

其中 kix 为第 k个样本的特征向量的第 i个分量。目标函数的 Hessian 矩阵为

1 1 1
1 11 1 1

1
1

1
1 1

...
...

1 1... ... ... ... ... ...
...

...

l l

k k k kn
k kk k k knl

k l l
kn k kn kn

kn k kn kn
k k

x x x x
x x x x

l l
x x x x

x x x x

 



 

 
              
  



 


 
简写成矩阵形式为

 
T
1

T
1

T

1 1... ...l

l

l l

 
   
  

x
x x X X

x

其中X是所有样本的特征向量按照行构成的矩阵。对于任意非0向量 x有

   TT T 0 x X Xx Xx Xx

因此 Hessian 矩阵是半正定矩阵，目标函数是凸函数

19.推导线性回归的梯度下降迭代公式。

如果采用梯度下降法求解，损失函数对 jw 的偏导数为

 T

1

1 l

i i ij
ij

L y x
w l 

  
  w x



20.解释混淆矩阵的概念。

对于 k分类问题，混淆矩阵为 k k 的矩阵，它的元素 ijc 表示第 i类样本被分类器判定

为第 j类的数量

11 1

1

...
... ... ...

...

k

k kk

c c

c c

 
 
 
  

如果所有样本都被正确分类，则该矩阵为对角阵。主对角线的元素之和
1

k

ii
i
c


 为正确分

类的样本数，其他元素之和为错误分类的样本数。因此对角线的值越大，分类器准确率越高。

21.解释岭回归的原理。

岭回归是带 L2 正则化项的线性回归，训练时优化的目标函数为

 2T T

1

min
1
2

l

i i
i

y 


 w w x w w

22.解释 LASSO 回归的原理。

LASSO 回归是使用 L1 正则化项的线性回归，训练时的目标函数为

 2T

1
1

min
l

i i
i

y 


 w w x w

第 4 章 贝叶斯分类器

1.什么是先验概率，什么是后验概率？

贝叶斯公式

     
 

p A p B A
p A B

p B


描述了先验概率和后验概率之间的关系。如果事件 A是因，事件B是果，则称  p A 为

先验概率，意为事先已经知道其值。  p A B 称为后验概率，意为事后才知道其值。条件概

率  p B A 则称为似然函数。先验概率是根据以往经验和分析得到的概率，在随机事件发生

之前即已经知道，是“原因”发生的概率。后验概率是根据“结果”信息所计算出的导致该



结果的原因所出现的概率。后验概率用于在事情已经发生的条件下，分析使得这件事情发生

的原因概率。

2.推导朴素贝叶斯分类器的预测函数。

朴素贝叶斯分类器假设特征向量的分量之间相互独立。给定样本的特征向量 x，该样本

属于某一类 ic 的概率为

     
 

i i
i

p y c p y c
p y c

p
 

 
x

x
x

由于假设特征向量各个分量相互独立，因此有

 
   

1

n

i j i
j

i

p y c p x y c
p y c

Z


 
 


x

其中 Z 为归一化因子。上式的分子可以分解为类概率  ip c 和该类每个特征分量的条

件概率  j ip x y c 的乘积。

3.什么是拉普拉斯光滑？

在类条件概率的计算公式中，如果 ,ix v y cN   为 0，即特征分量的某个取值在某一类在训

练样本中一次都不出现，则会导致如果预测样本的特征分量取到这个值时整个分类判别函数

的值为 0。作为补救措施可以使用拉普拉斯平滑，具体做法是给分子和分母同时加上一个正

数。如果特征分量的取值有 k种情况，将分母加上 k，每一类的分子加上 1，这样可以保证

所有类的条件概率加起来还是 1

  , 1
ix v y c

i
y c

N
p x v y c

N k
 




  



对于每一个类，计算出待预测样本的各个特征分量的类条件概率，然后与类概率一起连

乘，得到上面的预测值，该预测值最大的类为最后的分类结果。

4.推导正态贝叶斯分类器的预测函数。

假设特征向量服从 n维正态分布，其中μ为均值向量，Σ为协方差矩阵。类条件概率密

度函数为



 
   T 1

1
22

1 1( ) exp
22

np c


     
 

x x μ Σ x μ
Σ

其中 Σ 是协方差矩阵的行列式，
-1Σ 是协方差矩阵的逆矩阵。

在预测时需要寻找具有最大条件概率的那个类，即最大化后验概率，根据贝叶斯分类器

的预测公式

      arg max arg maxc cp c p c p cx x

假设每个类的概率  p c 相等，则等价于求解该问题

  arg max c p cx

也就是计算每个类的  p cx 值然后取最大的那个。对  p cx 取对数，有

 
 

    T 1
1
22

1 1ln ( ) ln
22

np c



 
      
 

x x μ Σ x μ
Σ

进一步简化为

          T 11 1ln ( ) ln 2 ln
2 2 2
np c       x Σ x μ Σ x μ

其中  ln 2
2
n  是常数，对所有类都是相同。求上式的最大指等价于求下式的最小值

      T 1ln   Σ x μ Σ x μ

该值最小的那个类为最后的分类结果。其中  ln Σ 可以根据每一类的训练样本预先计

算好，和 x无关，不用重复计算。预测时只需要根据样本 x计算    T1 x μ Σ x μ 的值，

而
1Σ 也是在训练时计算好的，不用重复计算。

5.贝叶斯分类器是生成模型还是判别模型？

生成模型，它对  p yx 建模。

第 5 章 决策树

1.什么是预剪枝，什么是后剪枝？

决策树的剪枝算法可以分为两类，分别称为预剪枝和后剪枝。前者在树的训练过程中通

过停止分裂对树的规模进行限制；后者先构造出一棵完整的树，然后通过某种规则消除掉部



分节点，用叶子节点替代。

2.什么是属性缺失问题？

在某些情况下样本特征向量中一些分量没有值，这称为属性缺失。

3.对于属性缺失问题，在训练时如何生成替代分裂规则？

替代分裂的目标是对训练样本的分裂结果要和主分裂尽可能接近，即被主分裂分到左边

的样本要尽量被替代分裂分到左边；被主分裂分到右边的样本要尽量被替代分裂分到右边。

主分裂和替代分裂对所有训练样本的分裂结果有 4 种情况，分别是

LL, LR, RL, RR

LL表示被主分裂、替代分裂都分到了左子树的样本数。LR 表示被主分裂分到了左子树，

被替代分裂分到了右子树的样本数。RL 表示被主分裂分到了右子树，被替代分裂分到了左

子树的样本数。RR 表示被主分裂和替代分裂都分到了右子树的样本数。

因此 LL+RR 是主分裂和替代分裂的结果一致的样本数，LR+RL 是主分裂和替代分裂的结

果不一致的样本数。由于可以将左右子树反过来，因此给定一个特征分量，在寻找替代分裂

的分裂阈值时要让 LL+RR 或者 LR+RL 最大化，最后取它们的最大值

 max LL RR, LR RL 

该值对应的分裂阈值为替代分裂的分裂阈值。对于除最佳分裂所用特征之外的其他所有

特征，都找出该特征的最佳分裂和上面的值。最后取该值最大的那个特征和分裂阈值作为替

代分裂规则。

4.列举分类问题的分裂评价指标。

熵不纯度。样本集D的熵不纯度定义为

  2logi i
i

E D p p 
熵用来度量一组数据包含的信息量大小。当样本只属于某一类时熵最小，当样本均匀的

分布于所有类中时熵最大。因此，如果能找到一个分裂让熵最小，这就是我们想要的最佳分

裂。

Gini 不纯度。样本集的 Gini 不纯度定义为

  21 i
i

G D p 
当样本属于某一类时 Gini 不纯度的值最小，此时最小值为 0；当样本均匀的分布与每一

类时 Gini 不纯度的值最大。

误分类不纯度。样本集的误分类不纯度定义为

   1 max iE D p 

之所以这样定义是因为我们会把样本判定为频率最大的那一类，因此其他样本都会被错

分，故错误分类率为上面的值。和上面的两个指标一样，当样本只属于某一类时误分类不纯



度有最小值 0，样本均匀的属于每一类时该值最大。

5.证明当各个类出现的概率相等时，Gini 不纯度有极大值；当样本全部属于某一类时，

Gini 不纯度有极小值。

样本集的 Gini 不纯度定义为

  21 i
i

G D p 
概率分布必须满足下面的约束条件

1

0

i
i

i

p

p







构造拉格朗日乘子函数

2

1 1
1 1

n n

i i
i i

L p p
 

 
    

 
 

对所有变量求偏导数，并令其为 0，得到下面的方程组

1

2 + 0

1 0

i
i

n

i
i

L p
p

p






  



 
解得

1/ip n

6.ID3 用什么指标作为分裂的评价指标？

信息增益。假设用某种分裂规则将样本集D划分为m个不相交的子集 1,..., mD D ，则该

划分的信息增益定义为

   
1

m
i

i
i

D
G H D H D

D

 

其意义是划分之后熵的下降值。根据这种定义，ID3 训练时的优化目标为

   
1

T

t t
t

L T N H T T


 

其中T 代表决策树，T 为叶子节点数， tN 为第 t个叶子节点的训练样本数，  tH T 为

第 t个叶子节点的训练样本集的熵。上式右端第一项是每个叶子节点的熵与其训练样本数的

乘积，用于保证每个叶子节点的分类准确率尽可能高。第二项为正则化项，用于控制决策树

的复杂度。



7.C4.5 用什么指标作为分裂的评价指标？

增益率。C4.5 是对 ID3 的改进，使用信息增益率来选择属性，克服了用信息增益选择属

性时偏向选择取值多的属性的不足。另外还能够完成对连续属性的离散化处理。增益率定义

为

GGR
IV



其中G为信息增益， IV 为归一化因子，定义为

1
ln

m
i i

i

D D
IV

D D

 

其中m为类型数。

8.解释决策树训练时寻找最佳分裂的原理。

寻找最佳分裂时需要计算用每个阈值对样本集进行分裂后的指标值，寻找该值最大时对

应的分裂，它就是最佳分裂。如果是数值型特征，对于每个特征将 l个训练样本按照该特征

的值从小到大排序，假设排序后的值为

1,..., lx x

接下来从 1x 开始，依次用每个 ix 作为阈值，将样本分成左右两部分，计算分裂的指标

值，该值最大的那个分裂阈值就是此特征的最佳分裂阈值。在计算出每个特征的最佳分裂阈

值和上面的纯度值后，比较所有这些分裂的纯度值大小，该值最大的分裂为所有特征的最佳

分裂。

9.对于分类问题，叶子节点的值如何设定？对于回归问题，决策树叶子节点的值如何设

定？

对于分类树，将叶子节点的值设置成本节点的训练样本集中出现概率最大的那个类。即

arg max y yy p 

对于回归树，则设置为本节点训练样本标签值的均值

1

N
ii
y

y
N

 

10.决策树如何计算特征的重要性？

对每个特征分量在整个决策树中的分裂质量累加求和。对于分类树，分裂质量是 Gini



纯度值；对于回归树，分裂质量是每次分裂时回归误差的下降值。假设第 i个特征分量的分

裂质量之和为 iq ，然后对所有特征分量求和后分裂质量进行归一化

1

i
n

i
i

q

q



这个值即为该特征分量的重要性。其中n为特征向量的维数。显然该值越大变量越重要。

统计所有节点的分裂质量需要对树进行遍历，可以使用任何一种遍历算法。这样做的依据是，

如果一个变量被选来做分裂则说明它对分类或者回归很重要，如果它做分裂时的分裂质量很

大，说明其对分类或者回归的贡献很大。

11.CART 对分类问题和回归问题分别使用什么作为分裂评价指标？

对于分类问题，训练时以基尼系数作为分裂的评价指标；对于回归问题，则用回归误差

的下降值作为评价指标。样本集的 Gini 不纯度定义为

  21 i
i

G D p 
将类概率的计算公式代入 Gini 不纯度的定义，可以得到简化的计算公式

   22 2 21 1 / 1 /i i i
i i i

G D p N N N N       
 
 

  

上面定义的是样本集的不纯度，我们需要评价的是分裂的好坏，因此需要根据样本集的

不纯度构造出分裂的不纯度。分裂规则将节点的训练样本集分裂成左右两个子集，分裂的目

标是把数据分成两部分之后这两个子集都尽可能的纯，因此我们计算左右子集的不纯度之和

作为分裂的不纯度，显然求和需要加上权重，以反映左右两边的训练样本数。由此得到分裂

的不纯度计算公式为

   L R
L R

N N
G G D G D

N N
 

其中  LG D 是左子集的不纯度，  RG D 是右子集的不纯度，N 是总样本数， LN 是左子

集的样本数， RN 是右子集的样本数。

如果采用 Gini 不纯度指标，将 Gini 不纯度的计算公式代入上式可以得到



2 2

, ,

2 2

2 2

, ,

2 2

, ,

1 1

1
     

1
     1

L i R i
i iL R

L R

L i R i
i i

L R

L R

L i R i
i i

L R

N N
N N

G
N N N N

N N
N N

N N N

N N

N N N

   

   

  

   
   
   
   
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

其中 ,L iN 是左子节点中第 i类样本数， ,R iN 是右子节点中第 i类样本数。由于 N 是常数，

要让 Gini 不纯度最小化等价于让下面的值最大化

2 2
, ,L i R i

i i

L R

N N
G

N N
 
 

这个值可以看做是 Gini 纯度，它的值越大，样本越纯。

对于回归树，衡量分裂的标准是回归误差即样本方差，每次分裂时选用使得方差最小化

的那个分裂。假设节点的训练样本集有 l个样本  ,i iyx ，其中 ix 为特征向量， iy 为实数的

标签值。节点的回归值为所有样本的均值，回归误差为所有样本的标签值与回归值的均方和

误差，定义为

   2

1

1 l

i
i

E D y y
l 

 

可以证明，回归值为均值的时候，上面的均方误差最小。把均值的定义带入上式，得到

 
2

1 1

2

2
2

1 1 1

22
2

1 1 1

2
2

1 1

1 1

1 1 1         2

1 2 1         

1 1         

l l

i j
i j

l l l

i i j j
i j j

l l l

i i j
i i j

l l

i i
i i

E D y y
l l

y y y y
l l l

y y y
l l l

y y
l l

 

  

  

 

 
  

 
  
        

              
  

      

 

  

  

 

根据样本集的回归误差，我们同样可以构造出分裂的回归误差。分裂的目标是最大程度

的减小回归误差，因此把分裂的误差指标定义为分裂之前的回归误差减去分裂之后左右子树

的回归误差



     L R
L R

N NE E D E D E D
N N

   

将误差的计算公式代入上式，可以得到：
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2
2

1 1

22
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1 1       

1 1 1 1  

L L

R R

L R

N NN N
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i i i i
i i i iL L

N N
R

i i
i iR R

N NN

i i i
i i iL R

NE y y y y
N N N N N

N y y
N N N

y y y
N N N N

   

 

  

                             
            

  
     

   

   

 

 
2  

     


由于 N 和

2

2
1

1 N

i
i
y

N 

 
  

 
 是常数，要让上式最大化等价于让下式最大化

2 2

1 1

1 1L RN N

i i
i iL R

E y y
N N 

   
     

   
 

寻找最佳分裂时要计算上面的值，让该值最大化的分裂就是最佳分裂。回归树对类别型

特征的处理和分类树类似，只是 E值的计算公式不同，其他的过程相同。

第 6 章 k 近邻算法与距离度量学习

1.简述 k 近邻算法的预测算法的原理。

对于分类问题，给定 l个训练样本  ,i iyx ，其中 ix 为维特征向量， iy 为标签值，设定

参数 k，假设类型数为 c，待分类样本的特征向量为 x。预测算法的流程为

 
 , 1,...,

ar

 

ax

 

g m
i

i i

N C i
D

C

N
c

k


x找出训练样本集 中找出离 最近的 个样本，假设这些样本的集合为

统计集合 中每个类的样本数

返回

在这里 arg max i iC 表示最大的 iC 值对应的那个类 i。如果 1k  ，k近邻算法退化成最

近邻算法。

k近邻算法也可以用于回归问题。假设离测试样本最近的 k个训练样本的标签值为 iy ，

则对样本的回归预测输出值为


1

/
k

i
i

y y k


 
  
 




2.简述 k 的取值对 k近邻算法的影响。

如果其值太小，则容易受到噪声的影响，导致泛函性能下降，出现过拟合。如果 k值等

于训练样数，则对于任意的预测样本，都会将其预测为训练样本集中数量最大的类。

3.距离函数需要满足哪些数学条件？

两个向量之间的距离为  ,i jd x x ，这是一个将两个维数相同的向量映射为一个实数的

函数。距离函数必须满足以下 4 个条件。

第 1 个条件是非负性，即距离不能是一个负数

 , 0i jd x x

这意味着距离函数的值总是大于等于 0。
第 2 个条件是对称性，即 A 到 B 的距离和 B 到 A 的距离必须相等：

   , ,i j j id dx x x x

这意味着距离函数是对称函数。

第 3 个条件是区分性，如果两点间的距离为 0，则两个点必须相同

 , 0i j i jd   x x x x

第 4 个条件是三角不等式

     , , ,i k k j i jd d d x x x x x x

4.列举常见的距离函数。

欧氏距离。即 n维欧氏空间中两点之间的距离。对于
n 空间中有两个点 x和 y，它们

之间的距离定义为

   2

1
,

n

i i
i

d x y


 x y

Chebyshev 距离

   , max i i id x y x y

Manhattan 距离

 
1

,
n

i i
i

d x y


 x y

Minkowski距离

 
1

1
,

n pp
i i

i
d x y



 
  
 
x y



Mahalanobis 距离是一种概率意义上的距离，给定两个向量 x和 y以及矩阵S，它定义

为：

     T,d   x y x y S x y

有时候也会使用该距离的平方

     T,d   x y x y S x y

要保证根号内的值非负，且满足区分性条件，则矩阵S必须是正定的。

Bhattacharyya 距离（也称为巴氏距离）定义了两个离散型或连续型概率分布的相似性。

对于离散型随机变量的分布，它的定义为：

 
1

, ln
n

i i
i

d x y


 
   

 
x y

其中 ,i ix y 为可以看作两个随机变量取某一值的概率，它们是向量 x和 y的分量，它们

的值必须非负。两个向量越相似，这个距离值越小。

5.解释距离度量学习的原理。

通过机器学习的方式得到距离函数。

6.解释 LMNN 算法的原理。

LMNN 寻找一个变换矩阵，使得变换后每个样本的个最近邻居都和它是同一个类，而不

同类型的样本通过一个大的间隔被分开。

假设原始的样本点为 x，变换之后的点为 y，在这里要寻找的是如下线性变换

y Lx

其中L为线性变换矩阵。首先定义目标邻居的概念。一个样本的目标邻居是和该样本

同类型的样本。我们希望通过学习得到的线性变换让样本最接近的邻居就是它的目标邻居

j i

表示训练样本 jx 是样本 ix 的目标邻居。这个概念不是对称的， jx 是 ix 的目标邻居不等

于 ix 是 jx 的目标邻居。

为了保证 kNN 算法能准确的分类，任意一个样本的目标邻居样本要比其他类别的样本

更接近于该样本。对每个样本，我们可以将目标邻居想象成为这个样本建立起了一个边界，

使得和本样本标签值不同的样本无法入侵进来。训练样本集中，侵入这个边界并且和该样本

不同标签值的样本称为冒充者，这里的目标是最小化冒充者的数量。

为了增强 kNN 分类的泛化性能，要让冒充者离由目标邻居估计出的边界的距离尽可能

的远。通过在 kNN 决策边界周围加上一个大的安全间隔，可以有效的提高算法的鲁棒性。



接下来定义冒充者的概念。对于训练样本 ix ，其标签值为 iy ，目标邻居为 jx ，冒充者

是指那些和 ix 有不同的标签值并且满足如下不等式的样本 lx ：

    22
L L 1i l i j   x x x x

其中L为线性变换矩阵，左乘这个矩阵相当于对向量进行线性变换。根据上面的定义，

冒充者就是闯入了一个样本的分类间隔区域并且和该样本标签值不同的样本。这个线性变换

实际上确定了一种距离定义：

           T T T=i j i j i j i j i j     L x x L x x L x x x x L L x x

其中，
TL L就是 Mahalanobis 距离中的矩阵。训练时优化的损失函数由推损失函数和拉

损失函数两部分构成。拉损失函数的作用是让和样本标签相同的样本尽可能与它接近

    2

pull i j
j i




 L L x x


推损失函数的作用是把不同类型的样本推开

       
2 2

,
1 1push il i j i l

i j i l
y

 

         L L x x L x x


如果 i jy y ，则 1ijy  ，否则 0ijy  。函数 z 
定义为

   max ,0z z



如果两个样本类型相同，则有

1 0ily 

因此推损失函数只对不同类型的样本起作用。总损失函数由这两部分的加权和构成

       1 pull push     L L L

在这里  是人工设定的参数。求解该最小化问题即可得到线性变换矩阵。

7.解释 ITML 算法的原理。

ITML 的优化目标是在保证同类样本距离相近，不同类样本之间距离远的约束条件下，

迫使度量矩阵所代表的正态分布接近于某一先验概率分布。算法使用了信息论中的 KL 散度，

因此得名。这是一种有监督的局部度量学习算法。

假设有 n个 d 中的样本点 1,..., nx x 。度量矩阵为A，这里的距离采用马氏距离的平方

和。如果两个样本点之间相似，则有如下的不等式约束

 ,i jd uA x x

即它们之间的距离小于某一较小的阈值u。这一约束通常用于同类的样本点之间。反之



如果两个样本点之间不相似，则有如下不等式约束

 ,i jd lA x x

其中 l为一个较大的阈值。这一约束通常用于不同类的样本点之间。

矩阵A通常要符合某些先验知识。例如，如果数据服从正态分布，则该矩阵为正态分

布协方差矩阵的逆矩阵；而对有些场景，欧氏距离平方作为距离函数有很好的效果，此时该

矩阵为单位矩阵。因此可以对矩阵A正则化，迫使其尽可能接近于某一已知的马氏距离矩

阵 0A 。

因此需要衡量A与 0A 之间的接近程度。如果以度量矩阵作为协方差矩阵的逆矩阵，则

此多维正态分布为

   1 1; exp ,
2

p d
Z

   
 

Ax A x μ

其中 Z 为归一化常数，μ为均值向量，
1A 为协方差矩阵。如果将马氏距离所作用的样

本集看作服从正态分布，则可以用 KL 距离衡量二者的差异。根据 KL 散度的定义，这两个度

量矩阵所代表的正态分布之间的 KL 散度为

        
 

0
KL 0 0

;
; ; ; ln

;n

p
D p p p d

p
 

x A
x A x A x A x

x A

因此得到如下优化问题

    
   
   

KL 0min ; ;

,        ,

,        ,

i j

i j

D p p

d u i j S

d l i j D

 

 

A

A

A

x A x A

x x

x x

其中 S为相似的样本对的集合，D为不相似的样本对的集合。目标函数为两个矩阵之

间的 KL 散度，实现先验知识。由于 ix 和 jx 都是常数，因此不等式约束为线性约束。

如果定义

     1 1
0 0 0, tr ln detldD n   A A AA AA

如果假设两个正态分布的矩阵相等，则它们之间的 KL 散度为

      

 

1 1
KL 0 0

0

1; ; ,
2
1                                      ,
2

ld

ld

D p p D

D

 



x A x A A A

A A

从而得到如下的优化问题



 

     

     

0

T

T

min ,

tr        ,

tr        ,

ld

i j i j

i j i j

D

u i j S

l i j D

   

   

A A A

A x x x x

A x x x x

8.解释 NCA 算法的原理。

NCA 同样与 k近邻算法有关。在保证其优化目标是使得每个样本的同类样本被 k近邻算

法正确分类的概率最大化，以此构造目标函数。这是一种有监督的局部度量学习算法。

首先定义每个样本点的邻居的概率分布，是其他样本所有样本是此样本邻居的概率。样

本 jx 是 ix 的邻居的概率定义通过 softmax归一化进行计算

 
 

2

2

,

exp

exp

i j

ij

i kk k i

p


 


 

Ax Ax

Ax Ax

这两个样本点经过变换之后相距越远则此概率值越小；反之则越大。样本成为其自身的

邻居的概率定义为 0，即 0iip  。在对样本点 i进行分类时，如果采用这些邻接作为其标签

值，则可以计算出样本点被正确分类的概率。定义 ip 为样本点 i被正确的分类的概率，是它

所有同类样本成为其邻居的概率之和

i

i ij
j C

p p




其中 iC 为 i的同类样本集合，即  i i jC j y y  。 iy 为样本的类别标签值。NCA 的优

化目标是所有样本的 ip 之和

 
i

i ij
i i j C

L p p


  A

如果定义向量 ij i j x x x ，则优化变量对A的梯度为

T T2
i

ij ij ij ik ik ik
i j C k

L p p


 
    

 
 A A x x x x

整理后可得

T T2
i

i ik ik ik ij ij ij
i k j C

L p p p


 
   

 
  A A x x x x

计算出梯度之后可用梯度下降法或其他优化算法进行迭代。



第 7 章 数据降维

1.使用数据降维算法的目的是什么？

数据降维算法的目标是将向量变换到低维空间中，并保持原始空间中的某些结构信息，

以达到某种目的，如避免维数灾难，数据可视化。

2.列举常见的数据降维算法。

PCA，KPCA，LDA，KLDA，LLE，拉普拉斯特征映射，局部保持投影，等距映射，SEN，
t-SNE，MDS。

3.常见的降维算法中，哪些是监督降维，哪些是无监督降维？

LDA 和 KLDA 是有监督的，其他的都是无监督的。

4.什么是流形？

流形是几何中的一个概念，它是高维空间中的几何结构，即空间中的点构成的集合，可

以简单的将流形理解成二维空间的曲线，三维空间的曲面在更高维空间的推广。

5.根据最小化重构误差准则推导 PCA 投影矩阵的计算公式。

最小化如下误差函数

  2

1
,

n

i i
i

L a a


  e m e x

为了求这个函数的极小值，对 ia 求偏导数并令其为 0 可以得到：

 T2 0i ia  e m e x

变形后得到：

 T T
i ia  e e e x m

由于e是单位向量，因此
T 1e e ，最后得到：

 T
i ia  e x m

这就是样本和均值的差对向量 e做投影。现在的问题是 e 的值如何选确定。定义如下的

散布矩阵

   T

1

n

i i
i

  S x m x m

这个矩阵是协方差矩阵的 n倍，协方差矩阵的计算公式为



   T

1

1 n

i i
in 

  Σ x m x m

将上面求得的 ia 代入目标函数中，得到只有变量e的函数

     
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i
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i
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L
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
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 

 

    

     

    
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  





  

 

 

e e m x e m x

e e e m x m x m x

m x m x

e x m m x m x

e x m x m e m x m x

e Se + m x   T

1

n

i i
i

 m x

上式的后半部分和 e无关，由于 e是单位向量，因此有 1e 的约束，这可以写成

T 1e e 。要求解的是一个带等式约束的极值问题，可以使用拉格朗日乘数法。构拉格朗日

函数：

   T T, 1L     e e Se e e

对e求梯度并令其为0可以得到：

2 2 Se + e 0
即：

Se e
就是散度矩阵的特征值，e为它对应的特征向量，因此上面的最优化问题可以归结为

矩阵的特征值和特征向量问题。矩阵S的所有特征向量给出了上面极值问题的所有极值点。

矩阵S是实对称半正定矩阵。这里需要最大化
Te Se的值，由于

T T  e Se e e

因此为散度矩阵最大的特征值时，
Te Se有极大值，目标函数取得极小值。将上述结

论从一维推广到
'd 维，每个向量可以表示成：

'

1

d

i i
i
a



 x m e

在这里 ie 都是单位向量，并且相互正交，即寻找低维空间中的标准正交基。误差函数变



成：

' 2

1 1

n d

ij j i
i j

a
 

  m e x

和一维情况类似，可以证明，使得该函数取最小值的 je 为散度矩阵最大的
'd 个特征值

对应的单位长度特征向量。即求解下面的优化问题：

 T

T

min tr



W W SW

W W I

其中 tr 为矩阵的迹，I为单位矩阵，该等式约束保证投影基向量是标准正交基。与一维

的情况相同，其解为如下矩阵的特征值

   T

1

n

i i
i




 
   

 
 x m x m w w

矩阵W的列 je 是要求解的基向量。

6.解释 PCA 降维算法的流程。

计算投影矩阵的流程：

1.计算样本集的均值向量。将所有向量减去均值，这称为白化。

2.计算样本集的协方差矩阵。

3.对方差矩阵进行特征值分解，得到所有特征值与特征向量。

4.将特征值从大到小排序，保留最大的一部分特征值对应的特征向量，以它们为行，形

成投影矩阵。

投影算法的流程：

1.将样本减掉均值向量。

2.左乘投影矩阵，得到降维后的向量。

7.解释 PCA 重构算法的流程。

向量重构的流程为：

1.输入向量左乘投影矩阵的转置矩阵。

2.加上均值向量，得到重构后的结果。

8.解释 LLE的原理。

局部线性嵌入将高维数据投影到低维空间中，并保持数据点之间的局部线性关系。其核

心思想是每个点都可以由与它相邻的多个点的线性组合来近似重构，投影到低维空间之后要

保持这种线性重构关系，即有相同的重构系数。

假设数据集由 l个D维向量 x i 组成，它们分布在D维空间中的一个流形附近。每个数



据点和它的邻居位于或者接近于流形的一个局部线性片段上，即可以用邻居点的线性组合来

重构，组合系数刻画了局部面片的几何特性：

x xi ij jj
w

权重 ijw 为第 j个数据点对第 i个点的组合权重，这些点的线性组合被用来近似重构数

据点 i。权重系数通过最小化下面的重构误差确定：

2

1 1
min x x

ij

l l

w i ij j
i j

w
 

 

在这里还加上了两个约束条件：每个点只由它的邻居来重构，如果 x j 不在 x i 的邻居集

合里则权重值为 0。另外限定权重矩阵的每一行元素之和为 1，即：

1ijj
w 

这是一个带约束的优化问题，求解该问题可以得到权重系数。假设算法将向量从D维

空间的 x映射为 d 维空间的 y。每个点在 d 维空间中的坐标由下面的最优化问题确定：

2

y
1 1

min y y
i

l l

i ij j
i j

w
 

 

这里的权重和上一个优化问题的值相同，在前面已经得到。优化的目标是 yi ，这个优

化问题等价于求解稀疏矩阵的特征值问题。得到 y之后，即完成了从D维空间到 d 维空间

的非线性降维。

9.名词解释：图的拉普拉斯矩阵。

假设图G的邻接矩阵为W，加权度矩阵为D。图拉普拉斯矩阵定义为加权度矩阵与邻

接矩阵之差

 L D W

10.解释 t-SNE 的原理。

t-SNE 是对 SNE 的改进。t-SNE 采用了对称的概率计算公式，另外在低维空间中计算样

本点之间的概率时使用 t 分布代替了正态分布。

在 SNE 中 i jp 和 j ip 是不相等的，因此概率值不对称。可以用两个样本点的联合概率替

代它们之间的条件概率解决此问题。在高维空间中两个样本点的联合概率定义为



 
 

2 2

2 2

exp / 2

exp / 2

i j

ij

k lk l

p





 


 

x x

x x

显然这个定义是对称的，即 ij jip p 。同样的，低维空间中两个点的联合概率为

 
 

2

2

exp

exp

i j

ij

k lk i

q


 


 

y y

y y

目标函数采用 KL 散度，定义为

   KL
1 1

log
l l

ij
i ij

i j ij

p
L D P Q p

q 

 y

但这样定义联合概率会存在异常值问题。如果某一个样本 ix 是异常点即离其他点很远，

则所有的
2

i jx x 都很大，因此与 ix 有关的 ijp 很小，从而导致低维空间中的 iy 对目标函

数影响很小。解决方法是重新定义高维空间中的联合概率，具体为

2
j i i j

ij

p p
p

n




这样能确保对所有的 ix 均有

1
2ijj

p
n


这种方法称为对称 SNE。
对称 SNE 虽然对 SNE 做了改进，但还存在拥挤问题，各类样本降维后聚集在一起而缺

乏区分度。解决方法是用 t 分布替代高斯分布，计算低维空间中的概率值。相比于正态分布，

t 分布更长尾。如果在低维空间中使用 t 分布，则在高维空间中距离近的点，在低维空间中

距离也要近；但在高维空间中距离远的点，在低维空间中距离要更远。因此可以有效的拉大

各个类之间的距离。使用 t 分布之后，低维空间中的概率计算公式为

 
 

12

12

1

1

i j

ij

k lk l

q







 


 

y y

y y

目标函数同样采用 KL 散度。目标函数对的 iy 梯度为

    12
4 1

i ij ij i j i j
j

L p q


     y y y y y

11.解释 KPCA 的原理。



核主成分分析是核技术与主成分分析相结合的产物，它使用核技术将向量映射到更高维

的空间，然后用 PCA 进行处理。核技术用一个映射（称为核映射）将原始向量变换到另外

一个空间，然后进行处理。

12.证明图的拉普拉斯矩阵半正定。

根据拉普拉斯矩阵的定义  L D W，并且W是对称矩阵，有

   2 2 2

1 1 1 1

2 2

1 1 1 1 1 1

2 2

1 1 1

2

                              2

                              

n n n n

i j ij i j i j ij
i j i j

n n n n n n

i ij j ij i j ij
i j i j i j

n n n

i ij j ij
i j i

y y w y y y y w

y w y w y y w

y w y w

   

     

  

   

  

   
    

  

 

  

  
1 1 1

2 2

1 1 1 1

2

1 1 1

T
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                              2

                              2 2

                              2

n n n

i j ij
j i j

n n n n

i ii j jj i j ij
i j i j

n n n

i ii i j ij
i i j

y y w

y d y d y y w

y d y y w

  

   

  



  

 
  

 



 

  

 

y D T

T                              2





y y Wy

y Ly
因此拉普拉斯矩阵是半正定的。

13.解释拉普拉斯特征映射的原理。

拉普拉斯特征映射为样本集构造邻接图，计算图的拉普拉斯矩阵，对其进行特征值分解，

从而完成数据降维。

算法的第一步是构造样本集的邻接图，保证距离相近的样本之间的边权重更大。

第二步是计算图的拉普拉斯矩阵。

第三步是特征映射。求解如下广义特征值和特征向量问题

Lf Df

假设 0 1,..., kf f 是这个广义特征值问题的解，它们按照特征值的大小升序排列，即：

0 10 ... k    

去掉值为 0 的特征值 0 ，用剩下的前m个特征向量来构造投影矩阵，将向量投影到以它们

为基的空间中。

拉普拉斯特征映射在特定的意义下最好的保留了数据的局部信息。根据一组数据点

1,..., nx x ，我们构造了带权重的图，假设这个图是联通的。首先考虑最简单的情况，将这个

图映射到一条直线上，保证相连的点在映射之后靠的越近越好。假设这些点映射之后的坐标

为  T
1 2, ,..., ny y yy 。则目标函数可以采用下面的定义



 2

1 1

min
n n

i j ij
i j

y y w
 



这个目标函数意味着，如果 ix 和 jx 距离很近，则 iy 和 jy 也必须距离很近，否则会出现

大的损失函数值，因为 ijw 的值很大。反之，如果两个点 ix 和 jx 距离很远，则 ijw 的值很小，

如果 iy 和 jy 距离很远，也不会导致大的损失值。可以证明，对任意的y，下式成立

 2 T

1 1

1
2

n n

i j ij
i j

y y w
 

  y Ly

这个最优化问题可以表述为

T

T

min

1
y y Ly

y Dy

这里的等式约束条件
T 1y Dy 消除了投影向量y的缩放，因为 y与 ky本质上是一个投

影结果。矩阵D提供了对图的顶点的一种度量，如果 iid 越大，则其对应的第 i个顶点提供

的信息越大，这也符合我们直观的认识，如果一个顶点连接的边的总权重越大，则其在图里

起的作用也越大。上面的问题可以采用拉格朗日乘数法求解，构造拉格朗日乘子函数

   T T, 1L    y y Ly y Dy

对 y求梯度并令梯度为 0，可以得到

 , 2 2L     y Ly Dy 0

由此可得

Ly Dy

下面把这个结果推广到高维，假设将向量投影到m维的空间，则投影结果是一个 n m

的矩阵，记为  1 2... mY y y y ，其第 i个行为第 i个顶点投影后的坐标。仿照一维的情况构

造目标函数

 2 T

1 1

tr
n n

i j ij
i j

w
 

  y y Y LY

这等价于求解如下问题

 T

T

min tr



Y LY

Y DY I
这个问题的最优解还是上面广义特征值问题的解，是最小的m个广义特征值对应的特

征向量。



14.解释等距映射的原理。

等距映射（Isomap 使用了微分几何中测地线的思想，它希望数据在向低维空间映射之

后能够保持流形上的测地线距离。

测地线源自于大地测量学，是地球上任意两点之间在球面上的最短路径。算法计算任意

两个样本之间的测地距离，然后根据这个距离构造距离矩阵。最后通过距离矩阵求解优化问

题完成数据的降维，降维之后的数据保留了原始数据点之间的距离信息。

在这里测地线距离通过图构造，是图的两个节点之间的最短距离。算法的第一步构造样

本集的邻居图，这和前面介绍的两种方法相同。如果两个数据点之间的距离小于指定阈值或

者其中一个节点在另外一个节点的邻居集合中，则两个节点是联通的。假设有 N 个样本，

则邻居图有N 个节点。邻居图的节点 i和 j之间边的权重为它们之间的距离 ijw ，距离的计

算公式可以有多种选择。

第二步计算图中任意两点之间的最短路径长度，可以通过经典的 Dijkstra 算法实现。假

设最短路径长度为  ,Gd i j ，由它构造如下矩阵：

  D ,G Gd i j

其元素是所有节点对之间的最短路径长度。算法的第三步根据矩阵DG构造 d 维嵌入，

这通过求解如下最优化问题实现：

  2

y
1 1

min , y y
N N

G i j
i j

d i j
 

 

这个问题的解 yi 即为降维之后的向量。这个目标函数的意义是向量降维之后任意两点之间

的距离要尽量的接近在原始空间中这两点之间的最短路径长度，因此可以认为降维尽量保留

了数据点之间的测地距离信息。

15.PCA 是有监督学习还是无监督学习？

无监督学习，因为样本集没有标签值。

绝大部分习题的答案在《机器学习-原理、算法与应用》一书中都有详细的讲解。购买

链接为：

https://item.jd.com/12685964.html?dist=jd

https://item.jd.com/12685964.html?dist=jd
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