
机器学习与深度学习习题集答案-2

本文是机器学习和深度学习习题集答案的第 2 部分，也是《机器学习-原理、算法与应

用》一书的配套产品。此习题集可用于高校的机器学习与深度学习教学，以及在职人员面试

准备时使用。

第 8 章 线性判别分析

1.解释 LDA 的原理。

LDA 是有监督的降维算法，它将数据向量向最大化类间差异，最小化类内差异的方向投

影。

2.推导两个类和二维时 LDA 的投影矩阵计算公式。

假设有 n个样本，它们的特征向量为 ix ，这些样本属于两个类。属于类 1C 的样本集为 1D ，

有 1n 个样本；属于类 2C 的样本集为 2D ，有 2n 个样本。投影向量为w，所有向量对该向量

做投影可以得到一个标量

Ty  w x

投影运算产生 n个标量，分属于与 1C 和 2C 相对应的两个集合 1Y 和 2Y 。

类间差异用投影后两个类的中心的距离而定义
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其中投影之前每类样本的均值为
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类内差异由每个类的类内散布之和而定义，类内散布定义为
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LDA 寻找投影方向的目标是使得类间差异与类内差异的比值最大化
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定义类内散布矩阵为
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总类内散布矩阵为：
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各个类的类内散布可以写成
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各类的散布之和可以写成
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各类样本的均值之差可以写成
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如果定义类间散布矩阵
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则类间差异可以写成
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要优化的目标函数可以写为
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这个最优化问题的解不唯一，如果
w 是最优解，将它乘上一个非零系数 k之后， k w

还是最优解。可以加上一个约束条件消掉冗余，同时简化问题。为w加上如下约束

T 1W w S w

上面的最优化问题转化为带等式约束的极大值问题：
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用拉格朗日乘数法求解。构造拉格朗日乘子函数：

   T T, 1B WL    w w S w w S w

对w求梯度并令梯度为0，可以得到：

B W S w S w 0

即
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如果 WS 可逆，上式两边左乘
1
W
S 后可以得到

1
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即是矩阵
1
W B
S S 的特征值，w为对应的特征向量。假设和w是上面特征值问题的

解，代入目标函数可以得到
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这里的目标是要让该比值最大化，因此最大的特征值及其对应的特征向量是最优解。

3.解释 LDA 降维算法的流程。

首先计算投影矩阵，流程为：

1.计算各个类的均值向量与总均值向量。

2.计算类间散布矩阵 BS ，类内散布矩阵 WS 。

3.计算矩阵乘法
1
W B
S S 。

4.对 1
W B
S S 进行特征值分解，得到特征值和特征向量。

5.对特征值从大到小排序，截取部分特征值和特征向量构成投影矩阵。

接下来进行降维，流程为：

1.将样本减掉均值向量。

2.左乘投影矩阵，得到降维后的向量。

4.解释 LDA 重构算法的流程。

1.输入向量左乘投影矩阵的转置矩阵。

2.加上均值向量，得到重构后的结果。

5.LDA 是有监督学习还是无监督学习？

LDA 利用了每个样本的类别标签，是有监督学习算法。

第 9 章 人工神经网络

1.神经网络为什么需要激活函数？

保证神经网络的映射是非线性的，如果不使用激活函数，无论神经网络有多少层，其所



表示的复合函数还是一个线性函数。

2.推导 sigmoid 函数的导数计算公式。

sigmoid 函数定义为
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因此
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3.激活函数需要满足什么数学条件？

激活函数需要满足：

1.非线性。保证神经网络实现的映射是非线性的。

2.几乎处处可导。保证可以用梯度下降法等基于导数的算法进行训练。

3.单调递增或者递减。保证满足万能逼近定理的要求，且目标函数有较好的特性。

4.为什么激活函数只要求几乎处处可导而不需要在所有点处可导？

如果将激活函数的输入值看作连续型随机变量，如果激活函数几乎处处可导，则在训练

时激活函数的输入值落在不可导点处的概率为 0。

5.什么是梯度消失问题，为什么会出现梯度消失问题？

在用反向传播算法计算误差项时每一层都要乘以本层激活函数的导数
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如果激活函数导数的绝对值小于 1，多次连乘之后误差项很快会衰减到接近于 0，参数

的梯度值由误差项计算得到，从而导致前面层的权重梯度接近于 0，参数无法有效的更新，



称为梯度消失问题。

6.如果特征向量中有类别型特征，使用神经网络时应该如何处理？

通常采用 one hot 编码，而不直接将类别编号整数值作为神经网络的输入。

7.对于多分类问题，神经网络的输出值应该如何设计？

类别标签通常采用 one hot 编码，输出层的神经元个数等于类别数。

8.神经网络参数的初始值如何设定？

一般用随机数进行初始化。

9.如果采用欧氏距离损失函数，推导输出层的梯度值。推导隐含层参数梯度的计算公式。

使用均方误差，则优化的目标为：
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下面对单个样本的损失进行推导。神经网络每一层的变换为
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对单个样本  ,i ix y 的损失函数为
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如果第 l层是输出层，损失函数对输出层的临时变量的梯度为
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损失函数对输出层权重的梯度为
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损失函数对偏置项的梯度为
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如果第 l层是隐含层，则有
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已经求出，有
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通过  1l L
u

可以递推地计算出  l L
u

，递推的终点是输出层，输出层的梯度值之前已

经算出。根据  l L
u

可以计算出  l L
W
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b

，因此可以计算出任意层权重与偏置的梯度

值。

定义误差项为损失函数对临时变量u的梯度
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从输出层开始，利用上面的递推公式可以计算出每一层的误差项。根据每一层的误差项

可以计算出损失函数对该层权重矩阵以及偏置项的梯度。对权重矩阵的梯度为
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对偏置项的梯度为
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计算出损失函数对每一层参数的梯度值之后，可以用梯度下降法进行参数更新。

10.如果采用 softmax+交叉熵的方案，推导损失函数对 softmax输入变量的梯度值。

softmax变换为
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其中 x是本层的输入向量，
y 是概率估计向量， y是样本的真实标签值。交叉熵损失

函数定义为

T logL  y y

样本的类别标签中只有一个分量为 1，其他都是 0，这在第 11.4 节中已经介绍过。假设

标签向量的第 j个分量为 1，该函数的导数为：
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下面分两种情况讨论。如果 i j 即 1iy  ，有：
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此时 0iy  。将两种情况合并起来写成向量形式为：
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11.解释动量项的原理。

动量项累积了之前的权重更新值，加上此项之后的参数更新公式为

1 1t t tW W V  

其中 1tV  是动量项，计算公式为

 1t W t tV L W V     

它是上一时刻的动量项与本次梯度值的加权平均值，其中 是学习率，  是动量项系

数。如果按照时间 t进行展开，则第 t次迭代时使用了从 1 到 t次迭代时的所有梯度值，且老

的梯度值安
t 的系数指数级衰减。动量项是为了加快梯度下降法的收敛，它使用历史信息

对当前梯度值进行修正，以抵消在病态条件问题上的来回震荡。

12.列举神经网络的正则化技术。



典型的正则化技术包括：

L1，L2 或者谱正则化

Dropout
提前终止

13.推导 ReLU 函数导数计算公式。

ReLU函数定义为
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它在 0 点处不可导，如果忽略该点，导数为
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14.神经网络训练时的目标函数是否为凸函数？

一般情况下不是凸函数。因此面临局部极小值和鞍点问题。

第 10 章 支持向量机

1.推导线性可分时 SVM 的原问题：
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假设训练样本集有 l个样本，特征向量 x i 是 n维向量，类别标签 iy 取值为+1 或者-1，

分别对应正样本和负样本。支持向量机预测函数的超平面方程为
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首先要保证每个样本都被正确分类。对于正样本有
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对于负样本有
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由于正样本的的类别标签为+1，负样本的类别标签为-1，可以统一写成
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第二个要求是超平面离两类样本的距离要尽可能大。根据点到平面的距离公式，每个样

本离分类超平面的距离为
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上面的超平面方程有冗余，将方程两边都乘以不等于 0 的常数，还是同一个超平面，利

用这个特点可以简化求解的问题。对 w 和b加上如下约束
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可以消掉这个冗余。这样对分类超平面的约束变成
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分类超平面与两类样本之间的间隔为
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目标是使得这个间隔最大化，这等价于最小化下面的目标函数

21 w
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加上前面定义的约束条件之后，求解的优化问题可以写成
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2.证明线性可分时 SVM 的原问题是凸优化问题且 Slater 条件成立
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目标函数的 Hessian 矩阵是n阶单位矩阵，是严格正定矩阵，因此目标函数是严格凸函

数。可行域是由线性不等式围成的区域，是一个凸集。因此这个优化问题是一个凸优化问题。

由于假设数据是线性可分的，因此一定存在 w 和b使得不等式约束严格满足。如果 w 和

b是一个可行解
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则 2w 和 2b也是可行解，且是严格可行的
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Slater 条件成立。

3.推导线性可分时 SVM 的对偶问题

T

1 1 1

1

1min x x
2

0, 1,...,

0

l l l

i j i j i j i
i j i

i
l

i i
i

y y

i l

y

   





  





 



 


为原问题造拉格朗日函数

    T T

1

1w, , w w w x 1
2

l

i i i
i

L b y b 


   

约束条件为 0i  。

先固定住拉格朗日乘子 ，调整w 和b，使得拉格朗日函数取极小值。把 看成常数，

对 w 和b求偏导数并令它们为 0，得到如下方程组

w

0

0

L
b
L





 

从而解得

1

1

0    

w x

l

i i
i

l

i i i
i

y

y

















将上面两个解代入拉格朗日函数消掉 w 和b



  

 

T T

1

T T

1

T T

1 1 1

T T

1 1 1

T T

1

T

1

1 w w w x 1
2

1     = w w w x
2
1     = w w w x +
2
1     = w w w x +
2
1     = w w w w+
2

1     = w w+
2

1     =
2

l

i i i
i

l

i i i i i i
i
l l l

i i i i i i
i i i

l l l

i i i i i i
i i i

l

i
i

l

i
i

i

y b

y y b

y y b

y b y

y



  

  

  











  

  





  

  

 

 











  

  




T

1 1 1
x x +

l l l

i i j j j i
i j i

y 
  

  
  

   
  

接下来调整乘子变量 ，使得目标函数取极大值

T

1 1 1

1max x x
2

l l l

i j i j i j i
i j i

y y   
  

  

这等价于最小化下面的函数

T

1 1 1

1min x x
2

l l l

i j i j i j i
i j i

y y   
  

 

约束条件为

1

0, 1,...,

0

i
l

i i
i

i l

y






 



4.证明加入松弛变量和惩罚因子之后，SVM 的原问题是凸优化问题且 Slater 条件成立：

T

1
T

1min  
2

( ) 1
0, 1,...,

l

i
i

i i i

i

C

y b
i l










  

 

w w

w x

目标函数的前半部分是凸函数，后半部分是线性函数显然也是凸函数，两个凸函数的非

负线性组合还是凸函数。上面优化问题的不等式约束都是线性约束，构成的可行域显然是凸

集。因此该优化问题是凸优化问题。

如果令 0w ， 0b  ， 2i  ，这是一组可行解，且有

T( ) 0 1 1 2 1i i iy b        w x



不等式条件严格满足，因此上述问题满足 Slater 条件。

5.推导线性不可分时 SVM 的对偶问题：

T

1 1 1

1

1min x x
2

0

0

l l l

i j i j i j i
i j i

i
l

j j
j

y y

C

y

   





  





 



 


构造拉格朗日函数：

    T T

1 1 1

1w, , , , w w w x 1
2

l l l

i i i i i i i
i i i

L b C y b       
  

        

首先固定住乘子变量 和  ，对 w, ,b  求偏导数并令它们为 0，得到如下方程组

w

0

0
0

L
b
L
L







 

 

解得
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0
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l
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i

i i
l

i i i
i

y

C

y



 









 







将上面的解代入拉格朗日函数中，得到关于 和  的函数



    
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C y y b
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     

     

  

  

   

 

  

      

     

     
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 

  

   

 

  
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1 1 1
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1 w w
2
1= x x
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i
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l
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i

l l l

i j i j i j i
i j i

y y





  





  



  

 





 
接下来调整乘子变量求解如下最大化问题

T

1 1 1

1max x x
2

l l l

i j i j i j i
i j i

y y   
  

  

由于 i i C   并且 0i  ，因此有 i C  。这等价与如下最优化问题

T

1 1 1

1

1min x x
2

0

0

l l l

i j i j i j i
i j i

i
l

j j
j

y y

C

y

   





  





 



 



6.证明线性不可分时 SVM 的对偶问题是凸优化问题：

T

1 1 1

1

1min x x
2

0

0

l l l

i j i j i j i
i j i

i
l

j j
j

y y

C

y

   





  





 



 



为了简化表述，定义矩阵Q，其元素为

Tx xij i j i jQ y y

对偶问题可以写成矩阵和向量形式



T T

T

1min Q e
2

0

y 0
i C

   







 



其中 e 是分量全为 1 的向量，y是样本的类别标签向量。Q可以写成一个矩阵和其自身

转置的乘积

TQ X X

矩阵X 为所有样本的特征向量分别乘以该样本的标签值组成的矩阵：

 1 1X x ,..., xl ly y

对于任意非 0 向量 x 有：

     TT T Tx Qx x X X x Xx Xx 0  

因此矩阵Q半正定，它就是目标函数的 Hessian 矩阵，目标函数是凸函数。上面问题的

等式和不等式约束条件都是线性的，可行域是凸集，故对偶问题也是凸优化问题。

7.用 KKT 条件证明 SVM 所有样本满足如下条件：

 
 

T

T

T

0 (w x ) 1

0 w x 1

w x 1

i i i

i i i

i i i

y b

C y b

C y b







   

    

   

将 KKT 条件其应用于原问题，对于原问题中的两组不等式约束，必须满足

  Tw x 1 0, 1,...,

0, 1,...,
i i i i

i i

y b i l

i l

 

 

    

 

对于第一个方程，如果 0i  ，则必须有  Tw x 1 0i i iy b     ，即

 Tw x 1i i iy b   

而由于 0i  ，因此必定有

 Tw x 1i iy b 

再看第二种情况。如果 0i  ，则对  Tw x 1i i iy b    的值没有约束。由于有

i i C   的约束，因此 i C  ；又因为 0i i   的限制，如果 0i  ，则必须有 0i  。



由于原问题中有约束条件
T(w x ) 1i i iy b    ，而 0i  ，因此有

T(w x ) 1i iy b 

对于 0i  的情况，我们又可以细分为 i C  和 i C  。如果 i C  ，由于有

i i C   的约束，因此有 0i  ，因为有 0i i   的约束，因此 0i  ，不等式约束

T(w x ) 1i i iy b    变为
T(w x ) 1i iy b  。由于 0 i C  时既要满足  Tw x 1i iy b 

又要满足  Tw x 1i iy b  ，因此有

 Tw x 1i iy b 

将三种情况合并起来，在最优点处，所有的样本都必须要满足下面的条件

 
 

T

T

T

0 (w x ) 1

0 w x 1

w x 1

i i i

i i i

i i i

y b

C y b

C y b







   

    

   

8.SVM 预测函数中的b值如何计算？

根据 KKT 条件，在最优解处有

 
 

T

T

T

0 (w x ) 1

0 w x 1

w x 1

i i i

i i i

i i i

y b

C y b

C y b







   

    

   

根据第二种情况可以计算出b的值。任意满足第二种情况的训练样本均可以计算出此值。

9.解释核函数的原理，列举常用的核函数。

如果样本线性不可分，可以对特征向量进行映射将它转化到更高维的空间，使得在该空

间中线性可分。核映射将特征向量变换到更高维的空间

 z x

在对偶问题中计算的是两个样本向量之间的内积，映射后的向量在对偶问题中为

T T( ) ( )i j i j z z x x

直接计算这个映射效率太低，而且不容易构造映射函数。如果映射函数选取得当，存在



函数 K ，使得下面等式成立

  T, ( ) ( )i j i jK  x x x x

这样只需先对向量用函数 K 进行计算，这等价于先对向量做核映射然后再做内积，这

将能有效的简化问题的求解。

线性核：

T(x ,x ) x xi j i jK 

多项式核：

T(x ,x ) ( x x ) di j i jK b 

径向基函数核/高斯核：

2
(x ,x ) exp( x x )i j i jK   

sigmoid 核：

T(x ,x ) tanh( x x )i j i jK b 

10.什么样的函数可以作为核函数？

一个对称函数  x, yK 是核函数的条件是对任意的有限个样本的样本集，核矩阵半正定。

核矩阵的元素是由样本集中任意两个样本的内积构造的一个数

 x , xij i jK K

11.解释 SMO 算法的原理。

SMO 算法是一种分治法，每次挑选出两个变量进行优化，这个子问题可以得到解析解，

而一个带等式和不等式约束的二次函数极值问题。

12.SMO 算法如何挑选子问题的优化变量？

第一个变量的选择方法是在训练样本中选取违反 KKT 条件最严重的那个样本。首先遍历

所有满足约束条件0 i C  的样本点，检查它们是否满足 KKT 条件。如果都满足 KKT 条件，

则遍历整个训练样本集，判断它们是否满足 KKT条件，直到找到一个违反 KKT条件的变量 i 。

找到这个变量之后，接下来寻找 j ，选择的标准是使得 j 有足够大的变化，选择使得

i jE E 最大的 j 。由于 i 已经确定，因此 iE 已知。如果 0iE  ，则选择最小的 jE ；否



则选择最大的 jE 。其中

i i iE u y 

以及

 
1

x ,x
l

i j j i j
j

u y K b


 

13.证明 SMO 算法中子问题是凸优化问题。

两个变量的目标函数的 Hessian 为

ii ij

ji jj

Q Q
Q Q
 
 
 

如果是线性核，这个矩阵也可以写成一个矩阵和它的转置的乘积形式

T
T

T

x
x , x A A

x
i i

i i i j
i i

y
y y

y
 

     
 

矩阵A 为训练样本特征向量乘上类别标签形成的矩阵。显然这个 Hessian 矩阵是半正定

的，因此必定有 0  。如果是非线性核，因为核函数相当于对两个核映射之后的向量做内

积，因此上面的结论同样成立。

14.证明 SMO 算法能够收敛。

无论本次迭代时 i 和 j 的初始值是多少，通过上面的子问题求解算法得到是在可行域

里的最小值，因此每次求解更新这两个变量的值之后，都能保证目标函数值小于或者等于初

始值，即函数值下降，所以 SMO 算法能保证收敛。

15.SVM 如何解决多分类问题？

对于多分类问题，可以用二分类器的组合来解决，有以下几种方案：

1 对剩余方案。对于有 k个类的分类问题，训练 k个二分类器。训练时第个 i分类器的

正样本是第 i类样本，负样本是除第 i类之外其他类型的样本，这个分类器的作用是判断样

本是否属于第 i类。在进行分类时，对于待预测样本，用每个分类器计算输出值，取输出值

最大那个作为预测结果。对于 3 个类的分类问题，这种方案如下图所示



其中黑色样本为待预测样本，三条线分别为此方案的 3 个分类器。

1 对 1 方案。如果有 k个类，训练
2
kC 个二分类器，即这些类两两组合。训练时将第 i类

作为正样本，其他各个类依次作为负样本，总共有  1 / 2k k  种组合。每个分类器的作用是

判断样本是属于第 i类还是第 j类。对样本进行分类时采用投票的方法，依次用每个二分类

器进行预测，如果判定为第m类，则m类的投票数加 1，得票最多的那个类作为最终的判

定结果。对于 3 个类的分类问题，这种方案如下图所示

其中黑色样本为待预测样本，三条线分别为此方案的 3 个分类器。
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